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I. Relativistische Kinematik und Kovarianz

1. Leiten Sie das Additionstheorem fiir relativistische Geschwindigkeiten her.

2. Betrachten Sie die Proton-Proton-Streuung bei Schwerpunktsenergien /s = 53GeV.
Berechnen Sie die aquivalente Laborenergie £} sowie die Werte von u und 6y, die dem
Minimum des elastischen Streuquerschnitts bei ¢t = —1.34GeV? entsprechen (Phys. Lett.
B 68 (1977) 374).

3. Welches ist der erlaubte Phasenraumbereich in der s-, t-, u-Ebene fiir die Reaktion

e~ (p) + 0" (p2) = Z(ps) +7(pa)?

Setzen Sie dabei mz =~ 90GeV, m, =~ v = 0. Wo ist der erlaubte Bereich fiir die gekreuzte
Reaktion Z — e~ + et + 7 Wo erscheinen Ereignisse, bei denen das Photon ~ parallel
zum Elektron e~ oder zum Positron e™ lauft?

4. Leiten Sie aus der Transformationsformel p* = m% = m)\/,j% = AMp” die Transfor-
mationsformel p, = A\Jp/, fiir die Komponenten mit unteren Indizes des Viererimpulses
her.

5. Zeigen Sie, daB d®k /2w ein Lorentz-invariantes Maf und 2wd3(k—Fk) eine Lorentz-invariante
Distribution sind.

6. Berechnen Sie die Form der elektrischen und magnetischen Felder nach einer Lorentz-
transformation (boost).

7. Losen Sie die Bewegungsgleichung eines klassischen relativistischen Teilchens im elektro-
magnetischen Feld, wenn letzteres nicht vom Ort oder der Zeit abhangt. Benutzen Sie
dafiir die Spinordarstellung eines Vierervektors (ug, @) in der Form u = ugl + @ - &



I1. Felder

1.

10.

Man zeige, dafl die inversen Formeln zu

d*(2) = / (;ZF]; ai(ﬁ)fpi(x); ;(x) _ T

gegeben sind durch
@) = [Tl b b= 4o

Man tberzeuge sich durch explizite Rechnung davon, dafl die Matrizen @ und (§ paar-
weise antikommutieren und dafl ihr Quadrat gleich Eins ist. Davon ausgehend zeige man
[V, 7¥] = 2¢" fiir die Dirac-Matrizen.

. Man zeige, da$ der Strom J = Fxp+3% mit dem Dirac Hamiltonian kommutiert [Hp, j] =

0.

Man betrachte den nichtrelativistischen Grenzfall der Diracgleichung und leite die Pauligle-
ichung fiir Spin 1/2 Teilchen her.

Pionen (7%, 7% 77) haben den Spin s = 0, Isospin I = 1 und negative (innere) Paritat

P = —1. Thre Masse ist ungefahr m, = 140GeV/c®. Unter Beachtung dieser Tatsachen
gebe man die Lagrangedichte fiir das Pionenfeld an. (Man tiberlege sich zunéchst eine
Darstellung durch reelle Felder mit den richtigen Symmetrieeigenschaften. Da es geladene
Teilchen sind, gehe man dann zu einer Darstellung mit komplexen Feldern iiber, in denen
I3 =diag(1,0, —1) gilt.

Man zeige, dafl die relativistische kovariante Gleichung 0,F*"” = j* den inhomogenen
Maxwell-Gleichungen entspricht, %E"AW@,\F w = ONEF™ = 0 dem zyklischen System 9, F wt
0.F,» + 0,F, = 0 dquivalent ist und den homogenen Maxwellgleichungen entspricht. (F
ist der duale Tensor zu F.)

Man zeige fiir Paulimatrizen die Beziehung (¢ - A)(¢"- B) = A- B + (A x B). Hinweis:
Zeigen Sie zuerst fiir die Paulimatrizen o,0; = iojey;.

Man verifiziere die Orthonomierungsbedingungen fiir Dirac- konjugierte Spinoren
—s r Do s
= (p)u"T (p) :iE(S .

Berechnen Sie die Spinsummen

Z us(p)as(p> = ﬁ“' m Z Us(p)ﬂs(p) = ﬁ_ m

_ .1 41
s—:i:2 s—:t2

Zeigen Sie, daff die Matrizen 7* = (a — iby5)y* mit a® — b* = 1 der gleichen Algebra wie
die Dirac Matrizen geniigt. Finden Sie die Ahnlichkeitstransformation die beide Matrizen
verkniipft.



11. Zeigen Sie, dal die Dynamik des freien Dirac Feldes invariant ist unter chiraler Transfor-
mation U — e W mit o reell, genau dann, wenn m = 0 ist.

12. Fiir je zwei Losungen u,.(p) und us(p’) der Dirac Gleichung mit positiver Energie beweise
man die Gordonsche Identitat

us(p')[(p" + ) + i (p' — p).]u.(P)

2miis(p') 7" ur (P)

Man benutzt die Identitét us(p’)[¢(p — m) + (P — m)d]u,(p).



III. Strome

1. Man zeige, dafl aus der Symmetrie des kanonischen Energie-Impuls Tensors T = T"*
die separate Erhaltung des Spins QLSWﬁ =0, d.h. §¥ = 0 folgt.

2. Man konstruiere fiir die Lagrangedichte £ = %E)“ﬁﬁuﬁ - %miﬁZ des reellen Pionen-

feldes die entsprechenden Isostrome und die erhaltenden Isoladungen als Funktion der
Pionenfelder. Man rechne die Darstellung des Impulses p'= [ (gil;3k(bkbk+ + ai ay) durch
Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren fiir Pionen explizit nach.

3. Ausgehend von der Zerlegung des Diracfeldes nach Spinzustianden

2

Vop) = > ar(@)ur(p) ‘Pf(ﬁ)zzla’;i(ﬁ)ﬂii(ﬁ),

s=1

wobei @*F = u**4% und a** = aF = (aF)* ist und £ die positive bzw. negative Ener-

gielosung kennzeichnet, leite man die Relationen

o= Gl B (B - (el ()

Q = [ @ue) = [ G5l B () + (el (7]

her. Man beachte die Orthonomierung der Dirac-Spinoren sowie die Relation (u*(p))* =
uaT (P)-

4. Betrachten Sie ein freies neutrales skalares Mesonfeld. Zeigen Sie, dafi die Komponenten
des totalen Felddrehimpulses geschreiben werden konnen als

J; = — /d?’f(Tkal — Toix) (i,k,1 = 1,2,3zyklisch)
und stellen Sie so um, so dafl der Ausdruck
- 1
J= —§/d3f7r(:ﬁ),f x grad®(z)

entsteht. Benutzen Sie diese Form und die gleichzeitigen Vertauschungsrelationen um
[Ji, Jk] = 1J; zu zeigen.

5. Unter Beriicksichtigung der kanonischen Vertauschungsrelationen (Poisson Klamern)
[(@,1), (2, 1) =6(F &)  [7"(7), 7, 1)] = [6(F, 1), (&', 1)] = 0
leite man die Relation
[Ja (%, 8), 3y (& )] = —ifapee (T, 4)0(F — &)

fiir Strome einer inneren Symmetrie her.



IV. Symmetrien

1. Unter der Annahme, daf§ £ unter einer inneren Symmetrietransformation d, nicht invari-
ant ist, stelle man eine Beziehung zwischen 0,,J* und 6,L£(# 0) her.

2. Ausgehend von der Definition der Ladungsdichte j°(z) = 9 (2)TAB®p(z) als zeitliche
Komponente eines (nicht notwendig erhaltenden) Stromes j#(z) {iberzeuge man sich
davon, daf die Ladungen Q, = [ d®xj%(z) die infinitesimale Transformationen der Felder
und der kanonisch konjugierten Impulse erzeugen, und daf sie eine Darstellung der Lie-
Algebra der Symmetriegruppe

(Qu, ®(2)] = T,0(x);  [Q, 1I°(2)] = TuI1%  [Qu, Qb] = —if5, Qe
ist.

3. Leiten Sie die explizite Gestalt der CPT-Transformation des Dirac-Feldes her und disku-
tieren Sie sie analog wie die Zeitumkehr-Transformation. Wie sehen die Wirkungen von
© = C'PT auf die Spinoren aus?



V. Wechselwirkende Felder

1. Man lose die Maxwellgleichungen fiir ein Volumen, das durch zwei unendliche, parallele,
leitende Platten im Abstand a begrenzt ist. Man quantisiere das elektromagnetische Feld
in diesem Gebiet unter Beachtung der Randbedingungen. Man berechne die Nullpunk-
tsenergie pro Einheitsflache Fy unter Benutzung eines cutoff, der nur von der Frequenz
abhangt, und zeige, dafl

he B
Eo=Cia+Cy+ =t
a’ 4!
wobei C} und Cy Groflen sind, die vom cutoff abhdngen und B, = —1/30 die vierte

Bernoulli-Zahl ist. Man zeige, dafl die Kraft zwischen den neutralen Platten nur vom
letzten Term in Ejy herrithrt und berechne ihre Starke. (H. Casimir, Konikl. Ned. Akad.
Wetenshap., Proc., Ser.B 793 (1948))

2. Betrachten Sie den Zerfall eines skalaren Higgs-Teilchens A mit der Masse m; > 2m, in
ein Elektron-Positron Paar. Die Hamilton-Funktion der Wechselwirkung mit dem Higgs-
Feldoperator p/(7,t), einer Konstante py und dem Dirac-Feldoperator W(Z,t) sei gegeben
durch

H'(t) = / d%Z}@ (700 (Z, 1) (T, 1).

Berechnen Sie die Zerfallsrate I'(h — eTe™) in erster Bornscher Ndherung. Benutzen Sie
dazu die Entwicklung des skalaren Feldes nach Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren.

3. Man leite die Bewegungsgleichungen der Felder

1 1
U(n) = 51— )W) Uale) = 5(1+75) V()
fiir nicht verschwindende Masse her und zeige, dal diese im Limes m = 0 entkoppeln.

Die Lagrangedichte
L(z) =ihcY(z)y"0, V1 (z)

finde man nun als Beschreibung masseloser Fermionen mit lediglich negativer Helizitat
und masseloser Anti-Fermionen mit lediglich positiver Helizitat. Dieses Feld wird Weyl-
Feld genannt und kann zur Beschreibung von Neutrinos in der schwachen Wechselwirkung
verwendet werden, wenn sie masselos sind.



